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Egzamin maturalny z matematyki

Kryteria oceniania odpowiedzi — poziom rozszerzony

Zadanie 1. (0—4)

Rozwigz nierownos$¢ |2x — 5| — |x + 4| <2-2x.

Obszar standardow

Opis wymagan

Uzycie 1 tworzenie strategii

(IV.3.eR)

Rozwigzanie nierownosci z warto$cig bezwzgledng

I sposéb rozwiazania (wyrdznienie na osi liczbowej przedzialow)

Wyrézniamy na osi liczbowej przedziaty: A. (—oo, —4) , B. <

—4,§j, C. <§,+oo).
2 2

Rozwigzujemy nieréwnosci w poszczegolnych przedziatach i w kazdym przedziale bierzemy
czg$¢ wspdlng tego przedziatu z otrzymanym zbiorem rozwigzan nierownosci.

A. xe(—o00,—4)

B. xe <—4,§j
2

C. xe<§,+oo)
2

2x+5+x+4<2-2x

x+9<2 —x+1L2
x<-7 x>-1
W tym przypadku
W tym przypadku rozwigzaniem nierdwnosci

rozwigzaniem nierownosci
jest x <=7

2x+5-x-4<2-2x

jest —1Sx<§
2

2x—5-x-4<2-2x
3x<11

11 __ 122
XS?—?)g

W tym przypadku
rozwigzaniem nieréwnosci jest

ESxSE

2 3
11

Laczac otrzymane rozwigzania, podajemy ostateczng odpowiedz: x <—7 lub —1<x < 3

Odpowiedz: Zbiorem rozwigzan nierdéwnosci jest (—oo, —7> u<—l,%> .

11 spos6b rozwiazania (zapisanie czterech przypadkow)

Zapisujemy cztery przypadki:

{2x—520 {Zx—SZO {2x—5<0 {2x—5<0

L. II. I11. IV.

x+4>0 x+4<0 x+4>0 x+4<0

W kazdym z nich rozwigzujemy nier6wnos$¢ badz uktad nierownosci

2x—-52>0 2x-520 2x-5<0 2x-5<0
x+420 x+4<0 x+420 x+4<0
2x=5-x-4<2-2x ||2x—5+x+4<2-2x || 2x+5—-x—-4<2-2x||2x+5+x+4<2-2x
x=3 x=3 x<3 x<3
x>—4 x<—4 x>—4 x<—4
3x<11 5x<3 x>-1 x<-7
x>3 niemozliwe -1<x<3 x<-7
x>-4
x<32

2<x<32
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Laczac otrzymane rozwigzania, podajemy ostateczng odpowiedz: x <—7 lub —1<x < % .

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSEEP ...cccveeerrercssseressnrcssnsssssnsssssssssssssssssssssssssssans 1 pkt
Zdajacy
e wyrdzni na osi liczbowej przedziaty (—oo,—4), <—4,§j, <§, +00)
albo
e  zapisze cztery przypadki:
2x-520 2x-520 2x-5<0 2x-5<0
L. 1. 1. IV.
x+4>0 x+4<0 x+4>0 x+4<0
Uwaga

Jezeli zdajacy popetni bledy w wyznaczaniu przedziatow, to przyznajemy 0 punktow.
Podobnie 0 punktéow otrzymuje zdajacy, ktory blednie zapisat cztery przypadki.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania .........eecoceeccivercnnsercssencssnncssnsssssnssssanssssens 2 pkt

e Zdajacy zapisze nieréwnosci w poszczegolnych przedziatach, np.:
A. dla xe(—o,—4) mamy -2x+5+x+4<2-2x,

B. dla xe<—4,§j mamy —2x+5-x—-4<2-2x,

C. da xe<§,+oo) mamy 2x—5-x—4<2-2x

albo
e zdajacy zapisze nierownosci w poszczegolnych przypadkach, np.:
I. gdy 2x-5201x+420,towtedy 2x—5-x-4<2-2x,
II. gdy 2x-5>0 1 x+4<0, to wtedy 2x—-5+x+4<2-2x (lub stwierdzi, ze ten
przypadek jest niemozliwy),
II. gdy 2x-5<01x+4>0,towtedy 2x+5-x-4<2-2x,
IV. gdy 2x-5<01x+4<0,towtedy —2x+5+x+4<2-2x.

Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslajg
poprawnosci rozwiazania (np. bledy rachunkowe) ........ccceeuieseinvninsseinsnensencsnccsensnnnes 3 pkt

e zdajacy poprawnie rozwigze nierownosci 1 wyznaczy czgsci wspolne otrzymanych
wynikow z poszczeg6lnymi przedziatami tylko dla dwoch przedziatéw (sposrod A., B.,
C.), popeni blad w trzecim i1 konsekwentnie doprowadzi rozwigzanie do konca

albo

e zdajacy rozpatrzy cztery przypadki, poprawnie rozwigze nierdwnosci 1 wyznaczy czesci
wspolne otrzymanych wynikow z poszczegolnymi przedziatami tylko w dwoch
przypadkach (sposrdd L., I11., IV.) , popelni btad w trzecim przypadku oraz stwierdzi,
ze przypadek II. jest niemozliwy, 1 konsekwentnie doprowadzi rozwigzanie do konca.

ROZWIQZanie Pelne .......eeiicvvueiiiiiisnriciiirniicnissnnicssssnnnicssssssscssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 4 pkt

Zdajacy zapisze odpowiedz: x (—oo, —7> U<_1’E> )



4 Egzamin maturalny z matematyki
Kryteria oceniania odpowiedzi — poziom rozszerzony

Uwaga:
We wszystkich rozwazanych przypadkach zdajacy moze rozpatrywaé obie nierdwnosci

nieostre (przedziaty obustronnie domknigte). Jezeli natomiast rozwazy wszystkie nierownosci
ostre (przedzialy otwarte), to przyznajemy za cale zadanie o 1 punkt mniej, niz gdyby
wyr6znit wszystkie przedzialy poprawnie.

111 sposob rozwiazania (graficzne)

Rysujemy wykresy funkcji f(x)=[2x—5|-|x+4| i g(x)=—2x+2.
5 5

Wyrézniamy na osi liczbowej przedzialy: (—oo, —4) , <_4’Ej’ <E,+OOJ.

Zapisujemy wzor funkcji f'w poszczegolnych przedziatach bez wartosci bezwzglednej, np.

—x+9 dla x e(—o0,—4)

f(x): -3x+1 dla xe<—4,%j

x-9 dla xe<§,+oo)

Rysujemy wykresy funkcji f 1 g:

V.= 2(x)

. . . e 11
Odczytujemy odciete punktow przecigcia wykreséw funkcji f1 g: x=-7, x=-1, x =? ,

sprawdzamy, czy speiniajg one réwnanie |2x—5|—|x+4| =2-2x, a nastepnie podajemy te

wszystkie argumenty, dla ktorych f(x)<g(x): xe (—oo, -7 > U <—1,%> ,

Schemat oceniania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA ceverierivrnrrecsssnriesssssssecsssssssessssssssssssssssasssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasss 1 pkt

Zdajacy wyr6zni na osi liczbowej przedziaty: (—oo,—4), <—4,§j, <§,+oo).
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Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POStEP .....ccccevveireisruinseissnrcssenssnissssssnsessessssseanes 2 pkt
Zdajacy zapisze wzor funkcji f'w poszczeg6lnych przedziatach, np.:
A.dla x e(—0,—4) mamy f(x)=-x+9,

B.dla x e <—4,§] mamy f(x) =-3x+1,

C.dla xe<§,+oo) mamy f(x)=x-9,

lub
-x+9 dlaxe (—oo, —4)
f(x)=9-3x+1 dlax e<—4,%)
x—-9 dla xe<§,+oo) :
Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania ..........cccevveicvceicnsnicssnicssnnicsssnesssanssssanssnes 3 pkt

Zdajacy narysuje wykres funkcji f 1 prostg o rownaniu y =—-2x+2.
ROZWIQZanie PeINe .......occcvvveiiiiiisnniicnissnniinissniicssssnnricsssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssse 4 pkt
Zdajacy zapisze odpowiedz: x & (—o0,~7) u<—l,%> .

Zadanie 2. (0—4)
Trapez rownoramienny 4BCD o podstawach AB i CD jest opisany na okrggu o promieniu 7.
Wykaz, ze 4r* =|4B|-|CD|.

Obszar standardow Opis wymagan

Rozumowanie i1 argumentacja | Przeprowadzenie dowodu geometrycznego (V.7.c)

I sposob rozwigzania
Sporzadzamy rysunek i wprowadzamy oznaczenia: |AB| =a,

CD|=b,

AD| =c, r —promien

okregu wpisanego w trapez, & — wysokos¢ trapezu.

D b C

r
c C
h 0

r

/7]

A E B

a

Poniewaz trapez jest rownoramienny i opisany na okregu, wiec

|AE|=a_b, h=2r oraz a+b=2c, czyli c=a+b.
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Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata AED otrzymujemy

a-b\ a-bY
02:(2r)2+( 5 j,skqd 4’,2202_( j .

2

otrzymujemy

4,2 _[a+bj2 _(a—b]z
2 2 )’

2_a2 +2ab+b* —a® +2ab-b’

Podstawiajac ¢ = ath

4r ,
4
4r? :@
4 b
4r* =ab.

To konczy dowod.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

FOZWIQZAMIA ceeerueeresserecssanecsssnesssressssnessssnesssssessssssssssesssssesssssesssssesssssssssssssssssssssssssssssessssssses 1 pkt
Zdajacy
e wyznaczy dtugos¢ odcinka AE : |AE | _4- b
albo

,, . a+b
e Wyznaczy dtugo$¢ ramienia trapezu: ¢ = 5
Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSEEP ..ceccevvererssercsseressrercsssnsssssssssssssssnsesssssssssasse 2 pkt
Zdajacy wyznaczy dtugo$¢ odcinka AE 1 dlugo$¢ ramienia trapezu: |AE| =2 ;b , C= a er b .
Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania .........coeeeevueicevnncccnncnnns 3 pkt

2
Zdajacy wykorzysta twierdzenia Pitagorasa w trojkacie AED i zapisanie: 47> =c* — (a — bj .

Rozwigzanie pelne..........eiiineiiineiiiisnrinsseninieicssnncsseicsssencsssescssssessssnes 4 pkt
Zdajacy wykaze tezg twierdzenia: 4r° =ab .
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II sposob rozwiazania
Sporzadzamy rysunek i wprowadzamy oznaczenia jak na rysunku

D F 1b ¢

a E B

1
2
Poniewaz w trapez jest wpisany okrag, wiec srodek tego okrggu znajduje si¢ na przecigciu
dwusiecznych katow trapezu. Z wlasnosci katow naprzemianlegtych i przylegtych wynika, ze
2a + 24 =180°, czyli a + £ =90°.

Stad
£=90°-«.
Whioskujemy stad, ze trojkaty prostokatne AEO i CFO sa podobne. Zatem
OE| |FC . 1 . 1
u:—| , czyli L2 (lub tga =, tgﬂ:L itga=—o0).
|4E| |FO ta r 1 b tgfs

Stad r* = iab ,czyli 4r* =ab.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
VYAV /21 1 1 pkt
Zdajacy zapisze zalezno$¢ a + f=90°.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSEEP ....cccceereercssnercssnnicssnnsssssnssssnesssssssssssssssssses 2 pkt
Zdajacy
. . . . OE| |FC
e uzasadni, ze trojkaty AEO 1 CFO sa podobne i zapisze, ze | | = u
|4E| |FO|
albo
r r
e Wyznaczy tga = 1 oraz tg f = T
—a —b
2 2
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .......c.ceevveecivnccssercscnnnenes 3 pkt
Zdajacy
. .r b
*  zapisze proporcj¢ — =-—
EX4 r
albo
. L. I . . r 1
e wykorzysta réwnosci tg f =—— 1zapisze —=——.
tga b tga
ROZWIQZANie PEINE .....uuurivueiiiriiinniiciniicinnicnsnnicssnnsssnnssssissssnsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssans 4 pkt

Zdajacy wykaze teze twierdzenia: 4r°> =ab .
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11 sposob rozwiazania
Sporzadzamy rysunek i wprowadzamy oznaczenia.

A
Z twierdzenia o odcinkach stycznych i wlasno$ci trapezu rownoramiennego wynika, ze
|BM| = |KB| = %a oraz |CM| =|LC| = %b.

Poniewaz w trapez jest wpisany okrag, wigc Srodek okregu znajduje si¢ na przecigciu
dwusiecznych katoéw wewngtrznych trapezu. Z wtasnos$ci katow trapezu:
2a + 24 =180°, czyli o + £ =90°.
Stad wynika, Ze trojkat BCO jest prostokatny. Wysokos¢ OM tego trojkata jest Srednig
geometryczng dtugosci odcinkow BM 1 CM , czyli
2

r :la-lb,czyli 4r’* =a-b,
2 2

co konczy dowod.

Schemat oceniania I1I sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANMIA ceverierrvnrrecsisnricsssssssecsssssssssssssssesssssssasssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasss 1 pkt
Zdajacy

e zapisze, ze trojkat BCO jest prostokatny

albo

e zapisanie, ze |BM|=|KB|=%a oraz |CM|=|LC|=%b.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtnY POSLEP .ccceeeevverecrcercssnressnrcssnnncssnsncssssnsssssssssssessssssse 2 pkt
Zdajacy zapisze, ze trojkat BCO jest prostokatny oraz ze |BM | = %a oraz |CM | = %b.
Uwaga

Jezeli zdajacy zapisze np. |OM |2 = |BM | . |CM | 1 narysuje odcinek OM (lub zapisze, ze jest to
koniec promienia okregu poprowadzonego do punktu stycznosci okrggu i ramienia trapezu),
ale nie zapisze, Ze|BM | = %a lub |CM | = %b (nie wykorzystuje twierdzenia o rownosci

odcinkow stycznych), to otrzymuje 2 punkty.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania .........coeeeevueicevnnecivnnennes 3 pkt
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Zdajacy
e wykorzysta twierdzenie o wysokosci trojkata prostokatnego opuszczonej na

przeciwprostokatna, 1 zapisze, np. ze |0M | = |BM ||CM |

albo
1
e wykorzysta podobienstwo trojkatow OMB 1 OMC 1 zapisze 1L :ﬁ.
7 a r
ROZWIQZanie Pelne .......ueiicvcueiiiniivniiciiisniicnissnnicnsssnnnecssssssnsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 4 pkt

Zdajacy wykaze teze twierdzenia: 4r° =ab.

Zadanie 3. (0-3)
Oblicz, ile jest liczb naturalnych szesciocyfrowych, w zapisie ktoérych wystepuje doktadnie
trzy razy cyfra 0 i doktadnie raz wystegpuje cyfra 5.

Obszar standardow Opis wymagan

Uzycie i tworzenie strategii Wykorzystanie wzoréw na liczbe¢ permutacji, kombinacji
1 wariacji do zliczania obiektow w sytuacjach
kombinatorycznych (IV.10.R)

I sposob rozwiazania

Wybieramy z pigciu miejsc trzy miejsca, na ktorych wstawiamy cyfre 0, nastgpnie wybieramy
jedno z trzech miejsc dla cyfry 5, a na pozostatych dwoch miejscach rozmieszczamy cyfry
rozne od 0 1 r6zne od 5.

5 2
5|38 =30-64=1920.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Pokonanie zasadniczych trudnoSci zadania ...........eoveeeniiiveinninnseiniennseinsnecssenssnnesenns 2 pkt
Zdajacy wybierze trzy miejsca z pieciu dla cyfry 0, wybierze jedno z trzech miejsc dla

cyfry 5 i rozmie$ci na pozostatych dwoch miejscach cyfry réozne od 0 1 od 5.

ROZWIQZanie Pelne ........coeiiviverininiinisiinireicnseicssnicssnissssnsssssnsssssssssssssssssssssssssssssssssasssssns 3 pkt
Zdajacy obliczy, ile jest liczb szesciocyfrowych, w zapisie ktérych cyfra 0 wystepuje
doktadnie trzy razy i tylko raz wystepuje cyfra 5: 1920.

Uwaga

Jezeli zdajacy uzyska wynik koncowy, ale traktuje to jak jeden z kilku przypadkéw, to

otrzymuje za rozwigzanie co najwyzej 2 punkty.
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II sposob rozwiazania

Rozrézniamy dwa przypadki:
1. cyfra 5 znajduje si¢ na pierwszym miejscu (jest cyfra setek tysiecy)
albo
2. cyfra 5 nie znajduje si¢ na pierwszym miejscu.
W pierwszym przypadku wybieramy trzy miejsca (spos$rod pieciu), na ktérych umieszczamy
cyfre 0, a na pozostatych dwoch miejscach rozmieszczamy cyfry rézne od 0 i rézne od 5.

5
Takich liczb szesciocyfrowych jest 1-(3]-82 =640.

W drugim przypadku na pierwszym miejscu umieszczamy cyfre r6zng od 0 i r6zna od 5
(mamy 8 takich mozliwosci), nastgpnie wybieramy miejsce w ktérym wstawimy cyfre 5
(mamy 5 mozliwos$ci), a nastgpnie z pozostatych czterech miejsc wybieramy trzy, w ktorych
wstawiamy cyfre 0 (mozemy to zrobi¢ na 4 sposoby), na pozostatym miejscu umieszczamy
cyfre r6zng od 0 1 r6zng od 5 ( mozemy to zrobi¢ na 8 sposobow).

Zatem w tym przypadku mamy 8-5-4-8 =1280 takich liczb.

5
Mamy wiec 1-(3)-82 +8-5-4-8=640+1280=1920 liczb szesciocyfrowych spetniajgcych

warunki zadania.

Uwaga

W drugim przypadku mozemy takze przeprowadzi¢ inne rozumowanie:

sposrdd miejsc od drugiego do szostego wybieramy cztery, na ktorych umieszczamy cyfre 5
itrzy cyfry 0 (mamy 5-4 takich mozliwosci), nastgpnie na pozostalych dwoch miejscach
rozmieszczamy cyfry rézne od 0 i rézne od 5 (mamy 8 takich mozliwosci).

Tak wigc w tym przypadku mamy 5-4-8> =1280 takich liczb.

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSLEP ....cccevvercrsercssnrcssneicsssnsssssssssnsssssanssssssssssssses 1 pkt
Zdajacy

5
e zapisze, z¢ jest 1-(3} -8 liczb szesciocyfrowych, w zapisie ktorych pierwsza cyfra jest 5

i cyfra 0 wystepuje doktadnie trzy razy

albo
e zapisze, ze jest 8-5-4-8 liczb szesciocyfrowych, w zapisie ktorych pierwsza cyfrg nie
jest 51 cyfra 0 wystgpuje doktadnie trzy razy.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci Zadania ..........ceeeevveeicvvnninisnncnieicssnicssnnicsssnesssssesnns 2 pkt

5
Zdajacy zapisze, ze jest 1-(3) -8 liczb szesciocyfrowych, w zapisie ktorych pierwsza cyfra

jest 5, cyfra 0 wystepuje doktadnie trzy razy oraz ze jest 8-5-4-8 liczb szesciocyfrowych,
w zapisie ktorych pierwsza cyfra nie jest 5 i cyfra 0 wystepuje doktadnie trzy razy.
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Rozwiazanie pelne .......ioeiiiveiiivcnrinsnncnseicssnncssneecssseccsnnnes ... 3 pkt

Zdajacy zapisze, ze jest 1920 liczb szesciocyfrowych, w zapisie ktorych cyfra 0 wystepuje
doktadnie trzy razy i cyfra 5 wystepuje tylko raz.

Uwaga

Jezeli zdajacy uzyska wynik koncowy, ale traktuje to jak jeden z kilku przypadkow, to
otrzymuje za rozwigzanie co najwyzej 2 punkty.

II1 sposob rozwiazania
Wybieramy cztery miejsca, na ktorych wstawiamy cyfre 5 1 trzy cyfry 0, na pozostalych
miejscach rozmieszczamy cyfry rézne od 0 i rézne od 5.

6
Jest (4}-4-82 = 3840 takich ciggdw szeSciowyrazowych.
Wsrod nich znajduja si¢ te, w ktorych cyfra 0 znajduje si¢ na pierwszym miejscu. Jest ich

5 2
3]/3:8 =1920.

Stad wynika, ze liczb szeSciocyfrowych spelniajagcych warunki zadania  jest

6 2 5 2
4 4.8 — 3 -3-8°=3840-1920=1920.

Schemat oceniania II1 sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSEEP ....cccceevverirerisiisseinsnecsseissunsssnsssseessssssssessssens 1 pkt

Zdajacy
e zapisze liczbe ciggdw szeSciowyrazowych, w zapisie ktorych tylko jeden raz wystepuje

6
cyfra 5, a cyfra 0 pojawia si¢ doktadnie trzy razy: {4} 4.8’
albo

5
e  zapisze liczbe ciggow szesciowyrazowych, w zapisie ktorych pierwsza cyfra jest 0: {3} -3.8%.

Pokonanie zasadniczych trudnosSci zadania ...........eeeeeviiiceinsinsseinscnnseinsneessenssnnesenns 2 pkt

6
Zdajacy zapisze, ze jest [4} -4-8% ciggdw szesciowyrazowych, w zapisie ktorych tylko jeden

5
raz wystepuje cyfra 5, a cyfra 0 pojawia si¢ doktadnie trzy razy, w tym [3} -3-8” takich
ciggdw, w zapisie ktorych pierwsza cyfra jest 0.

ROZWIQZanie Pelne ........coeiivvveiiiivniinisiininiinseicssnicssnsssssnsssssnssssnsssssssssssssssssssssssssssasssssas 3 pkt
Zdajacy obliczy, ile jest liczb szesciocyfrowych, w zapisie ktérych cyfra 0 wystepuje
doktadnie trzy razy i tylko raz wystepuje cyfra 5: 1920.

Uwaga

Jezeli zdajacy uzyska wynik koncowy, ale traktuje to jak jeden z kilku przypadkéw, to

otrzymuje za rozwigzanie co najwyzej 2 punkty.
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Zadanie 4. (0—4)

Rozwigz rdwnanie cos2x+cosx+1=0 dla x e <O, 27r> .

Obszar standardow Opis wymagan

Uzycie 1 tworzenie strategii Rozwigzanie rownania trygonometrycznego (IV.6.e.R)

Rozwiazanie (I sposob)
Poniewaz cos2x =2cos’ x—1, wigc rownanie cos2x+cosx+1=0 jest rownowazne
réwnaniu

2cos’ x+cosx=0,
czyli rbwnaniu cos x(2 cosx + 1) =0. To réwnanie jest rownowazne alternatywie rOwnan

cosx =0 lub cosx:—%.

W przedziale <O, 27z> réwnanie cosx =0 ma dwa rozwigzania: x :% lub x = %72’ .

: 1 . . . 2 4
Roéwnanie cos x = 3 ma w przedziale <O, 27r> dwa rozwigzania: x = gﬂ' lub x = §7Z' .

Zapisujemy odpowiedz: réwnanie cos2x+cosx+1=0 w przedziale <O, 27r> ma cztery
2 4 3

. . V2
rozwigzania: X=—, X=—7n , X=—/T, X=—7T.
2 3 3 2

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMIA ceoeruerrerrerecsssrecsssnessssosssnosssssosssssossssssssssssssssesssssesssssssssssssssssssssssossnssesssssossssssses 1 pkt
Zdajacy zapisze rownanie w zaleznos$ci od jednej funkcji trygonometrycznej tego samego

argumentu, np. 2cos’ x+cosx =0 i na tym zakonczy.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci Zadania ..........ceeeeveeinvvnrcnseicssnicssnscssnnsssssnsssnsesnns 2 pkt

Zdajacy

e zapisze alternatyw¢ cosx =0 lub cosx = —%

albo

e wprowadzi pomocniczg niewiadoma, np. ¢ =cosx 1 zapisze, ze =0 lub 7 = —% 1natym
zakonczy lub dalej popeini biedy.

Rozwigzanie prawie Pelne .........ccccvvveiiiniivniiciissnniicsissnnicssssnnsecsssssssssssssssessssssssssssssssssssnns 3 pkt

Zdajacy

e rozwigze rownanie cosx =0 w przedziale <O, 27r> DX :% lub x = %7[

albo

e rozwigze rOwnanie cosx = —% w przedziale <O,27z> DX = %7[ lub x = %ﬁ .
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ROZWIZanie PEHE ......oiiiiviiiiiiiiiniiiiiiintinnnnnnnintecssnsiessssiessssicssssssssssesssssesssssesanss 4 pkt

Zdajacy zapisze rozwigzania obu rownan w przedziale <0, 27z'> :

cosx =0 dla x=% lub ngﬂ (albo x=90°lub x=270°),

cosxz—% dla x=§7z lub x=§7z (albo x =120° lub x =240°).

Uwagi

1. Nie wymagamy, aby zdajacy zapisat warunek np. 7 € <— 1,1> , 0 ile z rozwigzania
wynika, ze zdajacy uwzglednia ten warunek.

2. Jezeli zdajacy podaje ogodlne rozwigzanie rOwnania trygonometrycznego: cosx =0 dla

X= % + kr , gdzie k jest liczbg calkowity, cosx = —% dla x = %72’ +2kr , gdzie k jest

liczbg catkowitg lub x = %ﬁ + 2k, gdzie k jest liczbg catkowita, to otrzymuje 3 punkty.

3. Jezeli zdajacy dzieli stronami rownanie 2cos” x+cosx =0 przez cosx bez
rozpatrzenia dwoch przypadkow i poprawnie rozwigze rownanie 2cosx+1=0,
to otrzymuje za cale rozwigzanie 2 punkty.

Rozwiazanie (II sposdb)
Roéwnanie mozemy zapisa¢ w postaci rOwnowaznej
cos2x=-cosx—1.
Rozpatrujemy dwie funkcje f (x) =Cc0s2x oraz g(x) =—cosx —1 irysujemy ich wykres

(wystarczy ograniczy¢ si¢ do przedziatu <O, 27r> )

-~

1

T 27 4 RY/4
—, x:—’ x:—’ X=—.

3 3 2

Odczytujemy rozwigzania rOwnania: x =

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMIA .oueerierrrersnncssnncssssncssssssssssssssssesssssesssssesssssosssssosssssosssssossssssssssssssssssssssssssssssssss 1 pkt
Zdajacy zapisze rOwnanie w postaci rOwnowaznej, np. cos2x =—cosx —1, wprowadzi

dwie funkcje f(x)=cos2x oraz g(x)=—cosx—1 inarysuje wykres jednej z tych

funkcji.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..........coeeeviinseinninsceinsennseinsneessenssnnesenns 2 pkt
Zdajacy zapisze rOwnanie w postaci rOwnowaznej, np. cos2x =—cosx —1, wprowadzi

dwie funkcje f(x)=cos2x oraz g(x)=—cosx—1 inarysuje wykresy obu funkcji.
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Rozwigzanie pelne .........oeiieveeicneniinnninsnrcssnicssencssneccsnnenes ... 4 pkt

Zdajacy zapisze rozwigzania obu rownan w przedziale <O, 27z> :

cosx =0 dla x=% lub ngﬂ (albo x=90°lub x=270°),

cosxz—% dla x=§7z lub x=§7r (albo x =120° lub x =240°).

Uwaga

Jezeli zdajacy poda poprawnie trzy sposrod rozwigzan (blednie odczyta czwarte rozwigzanie,
to otrzymuje 3 punkty, jesli natomiast odczyta co najwyzej dwa rozwigzania, to otrzymuje

2 punkty.

Zadanie 5. (0-5)
Ciag liczbowy (a, b, c) jest arytmetyczny i a+b+c =33, natomiast ciag (a -1, b+5, c+19)
jest geometryczny. Oblicz a, b, c.

Obszar standardow Opis wymagan

Modelowanie matematyczne Wykorzystanie wtasnosci ciggu geometrycznego oraz
wlasnosci ciggu arytmetycznego (I11.5)

I sposob rozwiazania
Zapisujemy uktad rownan:

a+b+c=33
a+c=2b
(b+5) =(a—1)(c+19)
Podstawiamy do pierwszego rownania, w miejsce a +c¢ wyrazenie 2b i otrzymujemy
rownanie 3b =33, skad b =11. Uktad rownan przyjmuje zatem postac:
b=11
a+c=22
16° = (a —1)(c+19)
Rownania drugie i trzecie tworzg uktad z dwiema niewiadomymi, ktory rozwigzemy,

podstawiajac wyrazenie 22 —a w miejsce niewiadomej ¢ w roéwnaniu trzecim. Otrzymujemy
zatem réwnanie kwadratowe z niewiadomg a :

a’—42a+297=0.
Zatem a =33 lub a=9.

Jezeli a=33,to c=—11 ioczywiscie b=11.
Otrzymujemy zatem cigg arytmetyczny (33, 11, -1 1) , a po odpowiednich przeksztatceniach

cigg geometryczny (32,16, 8).

Jezeli zas a=9,t0 c=13 1 b=11. Otrzymujemy teraz ciag arytmetyczny (9, 11, 13) ,apo
wykonaniu odpowiednich przeksztatcen cigg geometryczny (8, 16, 32) .

Szukanymi liczbami sg zatem: a =33, b=11, c=—-111lub a=9, b=11, c=13.
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Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny do pelnego
rozwiazania zadania 1 pkt
Zdajacy wykorzysta wlasnosci ciggu arytmetycznego (geometrycznego) 1 zapisze

odpowiednie rownanie, np. 2b=a+c albo (b+5 )2 =(a—1)(c+19) i na tym zakonczy lub
dalej popeini btedy.
Rozwigzanie, w kKtorym jest istotny POStEP ....ccccccevvrcrverrcscneccsnncssnnnenes 2 pkt

Zdajacy wykorzysta wilasnos$ci obu ciggdéw (arytmetycznego i geometrycznego) i zapisze
uktad rownan umozliwiajacy obliczenie liczb a, b, ¢, np.

a+b+c=33

a+c=2b

(b+5) =(a-1)(c+19)
1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci Zadania .........eececveeecivencnssercsssnncssnncssnnscssssssssanssssans 3 pkt
Zdajacy przeksztalci uktad rownan do rownania kwadratowego z niewiadomg a lub c, np.

a’>—42a+297=0 lub ¢* —2c-143=0
1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Rozwiazanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslaja

poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ........ceieevceiiivveicnieicscencssnecssnnecsnns 4 pkt

Zdajacy

e poprawne rozwigze rownanie kwadratowe, odrzuci jedno z rozwigzan i poprawnie wyznaczy
druga trojke liczb

albo

e przeksztatci uktad réwnan z jedng niewiadomg do réwnania kwadratowego z btedem
rachunkowym, np. blad w redukcji wyrazéw podobnych lub w przepisywaniu i konsekwentne
doprowadzi rozwigzanie do konca (o ile otrzymane rownanie kwadratowe ma dwa pierwiastki
rzeczywiste).

ROZWIQZanie PEIE ......uoiueiiiiiiiiiiiiiiiiniiiinntinnntncsntessneissnnessseessssesssssessssnesssssessssssssses 5 pkt
Zdajacy wyznaczy szukane liczby: a =33, b=11, c=-11lub a=9, b=11, c=13.

Uwagi
1. Jezeli zdajacy stosuje wtasnosci ciggu arytmetycznego przy rozwazaniu ciggu
geometrycznego (lub odwrotnie), to za cate rozwigzanie otrzymuje 0 punktéw.

2. Jezeli zdajacy zapisze odpowiedz w postaci, z ktorej nie mozna jednoznacznie
stwierdzi¢, ze sg dwie trojki szukanych liczb, np. zapisze: a =33 lub a =9, b=11,
c=—11 lub ¢ =13, to otrzymuje 4 punkty.

II sposéb rozwigzania
Oznaczamy: przez a — pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego, a przez » — réznice tego ciggu.
Wowczas b=a+r, c=a+2r. Z wlasnos$ci ciggu arytmetycznego i z tresci zadania

otrzymujemy réwnanie a +(a+r)+(a+2r)=33 istad a+r =11. Zatem cigg arytmetyczny
mozemy zapisa¢ nastgpujaco: (11—, 11, 11+7). Ciag (a—1, b+5, c+19), a wigc ciag

(10 -r, 16,30+ r) jest geometryczny, wigc mozemy zapisa¢ rownanie, np.
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16° =(10—7)(30+7).

Po przeksztatceniach i uporzadkowaniu otrzymujemy réwnanie kwadratowe

P +20r—44=0.
Rozwigzaniami tego réwnania s3: » =2 lub » =-22 . Nastepnie obliczamy a, b, c.
a=9 a=33

Szukane liczby to: 16 =11 lub s =11
c=13 c=-11

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
pelnego rozwigzania zadania .........eeicoivveiicnnisniicnsssnnicssssnnicssssssnesssssssssssssssssssssssssssssssss 1 pkt
Zdajacy wprowadzi oznaczenia: a - pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego, a » — rdznica
tego ciggu oraz wykorzysta definicj¢ ciggu arytmetycznego do zapisania odpowiedniego
réwnania, np.

a+(a+r)y+(a+2r)=33 lub a+r=11
1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSLEP ..ccccerrerecrercssrnrcssrnicsssnscsssnsssssssssansssssssssssseses 2 pkt
Zdajacy
e wykorzysta wlasnosci ciggu geometrycznego 1 zapisze ukltad réwnan, np.

a+r=11
(a—i—r+5)2 =(a—1)(a+2r+19)
albo
e zapisze wyrazy ciggu geometrycznego w zaleznos$ci od r, np. (10 -r, 16,30+ r)

1 na tym zakonczy lub dalej popeni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci Zadania ..........ceeieveeieveiinisnicsinicssnicssnnicsssnesssssesnns 3 pkt
Zdajacy przeksztatci uktad rownan do rownania z niewiadoma 7, np.

(11—1f+r+5)2 :(ll—r—l)(ll—r+2r+l9) lub 7> +20r—44=0
1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Rozwiazanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja

poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe)......cociccceicssnicssenccssencsssancssencsssesenes 4 pkt

Zdajacy

e poprawnie rozwigze rownanie kwadratowe, odrzuci jedno z rozwigzan, np. » <0 i poprawnie
wyznaczy drugg trojke liczb

albo

e przeksztatci uktad rownan z jedng niewiadoma do réwnania kwadratowego z btedem
rachunkowym, np. btad w redukcji wyrazéw podobnych lub w przepisywaniu i konsekwentne
doprowadzi rozwigzanie do konca (o ile otrzymane rownanie kwadratowe ma dwa pierwiastki
rzeczywiste).

ROZWIQZanie PelnNe ........uiouiiiiuiiiiiniiiiiiiiiiiinniinnncnsnnicnsnticssssicssssssssssssssnessssnessssnsssssseses 5 pkt
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a=9 a=33
Zdajacy wyznaczy dwie trojki liczb: {6 =11 lub <b =11

c=13 c=-11
Uwagi
1. Jezeli zdajacy stosuje wlasno$ci ciggu arytmetycznego przy rozwazaniu ciggu
geometrycznego (lub odwrotnie), to za cate rozwigzanie otrzymuje 0 punktow.
2. Jezeli zdajacy zapisze odpowiedz w postaci, z ktorej nie mozna jednoznacznie
stwierdzié, ze sa dwie trojki szukanych liczb, np. zapisze: a=33 Iub a =9, b=11,
c=—11 lub ¢ =13, to otrzymuje 4 punkty.
Zadanie 6. (0—6)
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie x” + 2(1 - m)x +m’ —m=0

ma dwa rézne rozwigzania rzeczywiste x,, x, spetniajace warunek x,-x, <6m < x; +x; .

Obszar standardow Opis wymagan
Uzycie i tworzenie strategii Rozwigzanie réwnania kwadratowego z parametrem,
przeprowadzenie dyskusji i wyciaggniecie wnioskow
(IV.3.b.R)

Rozwiazanie
Zapisujemy uktad warunkow:

A>0
{xl X, S6m< X +x;
Rozwigzujemy nierownos¢ A >0, czyli [2(1—m)]2 —4-1-(m2 —m) >0,
4(m=1)" —4m(m-1)>0,

-m+1>0,
m<l,

me(—x,1).
Nier6wnos$é x, -x, <6m < x; +x; zapisujemy w postaci rtownowaznej
2
X X, <bm< (x1 +x2) -2x,x,.
Wykorzystujac wzory Viete’a, otrzymujemy uktad nierownosci z niewiadoma m:

2 2 -1 2 2
mlmsm i 6m£($} —2.¥

czyli
m*—Tm<0 i 6m£4(m2—2m+1)—2m2+2m,
m(m—7)£0 i m*—6m+2>0,

me<0,7> i me(—oo,3—\/7>u<3+\/7,+oo),
me<0,3—ﬁ>u<3+ﬁ,7>.
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Stad i1 z poprzednio warunku otrzymujemy

me<0,3—x/7>.

Schemat oceniania

Rozwigzanie zadania sktada si¢ z trzech etapow.
Pierwszy z nich polega na rozwigzaniu nieréwnosci A >0: m e (—oo, l) .

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Uwaga

Jezeli zdajacy zapisze A >0, to za te czg$¢ otrzymuje 0 punktow.

Drugi etap polega na rozwigzaniu nierdwnos$ci x, -x, <6m < x; +x; . Za te cze$¢ rozwigzania
zdajacy otrzymuje 4 punkty.

Podzial punktéw za drugi etap rozwigzania:

Za rozwiazanie nieroOwnosci x, -x, <6m: me <0,7> zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Za rozwigzanie nieréwno$ci 6m < x{ +x; zdajacy otrzymuje 3 punkty. Przy czym w tej
czesci:
1 punkt zdajacy otrzymuje za zapisanie wyrazenia x +x2 w postaci (x, +x,) —2xx,,
2 punkty zdajacy otrzymuje za zapisanie nieréwnosci 6m < x; +x, w postaci
nieréwnosci z jedng niewiadoma, np.: 6m < 4(m2 —2m+ 1) -2m* +2m,
3 punkty zdajacy otrzymuje za rozwigzanie nierownosci 6m < x; +x; :

me(—oo,3—«/7>u<3+x/7,+oo).

Trzeci etap polega na wyznaczeniu cze$ci wspdlnej rozwigzan nierownosci z etapu
pierwszego i drugiego.

ROZWigzanie Pelne (17Z6CT €1AD) uuwuuuiessrrssressenssuinsersssissssssssisssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssse 6 pkt
Zdajacy wyznaczy czg$¢ wspolng zbiorow rozwigzan nieréwnosci i poda odpowiedz:

me<0,3—\/7>.

Uwaga

W przypadku rozwigzania z usterkami, za ostatni etap przyznajemy 1 punkt jedynie
wowczas, gdy zdajacy poprawnie wykona etap I 1 popelnia bledy w rozwigzaniu nierdwnosci
z etapu II albo gdy popetnia bledy w etapie I i dobrze rozwigze co najmniej jedng nierownos¢
z etapu IL.

Zadanie 7. (0—4)
Prosta o rownaniu 3x—4y—-36=0 przecina okrag o $rodku § :(3,12) w punktach 4 1 B.

Dhugos¢ odcinka AB jest rowna 40. Wyznacz rdwnanie tego okregu.

Obszar standardow Opis wymagan

Uzycie i1 tworzenie strategii Wyznaczenie rownania okregu (IV.8.e.g.c.R)
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I sposdb rozwigzania
Odlegtos¢ srodka S okregu od prostej o réwnaniu 3x—4y—36 =0 jest rowna

3-3-4-12-36] |-75]
=——=15.

JP+(-4y 3

Jest to tez dlugos$¢ odcinka SC, gdzie C jest srodkiem cigciwy 4B. Poniewaz |AB| =40, wiec

|4C| :%-40 =20.
Trojkat ACS jest prostokatny, a jego przeciwprostokatna jest promien » okregu. Z twierdzenia
" =|AC] +|sC

r* =20 +15° =400+ 225 =625
Roéwnanie okregu ma wiec postac

(x=3)" +(y-12)" =625.

Pitagorasa otrzymujemy |AS 2 czyli

Uwaga
Zdajacy moze obliczy¢ odlegto$¢ punktu S od prostej o rownaniu 3x—4y—36 =0 w inny
sposob, np. wybrac na prostej dwa punkty (np. C =(12,0) i D =(0,-9)), obliczy¢ pole

trojkata CDS ( Prpg = % ), a stad obliczy¢ szukang odlegtos¢, czyli wysokos¢ trojkata

opuszczong z wierzchotka S: h=15.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

TOZWIQZANEA vvvverrersssanrecssssssnesssssssessssssssasssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 1 pkt

Zdajacy

e wykona rysunek, na ktorym zaznaczy srodek cieciwy AB albo zapisze, ze Srodek cigciwy
AB, $rodek okregu i1 koniec cigciwy to wierzchotki trojkata prostokatnego,

albo

e wykorzysta wspotrzedne srodka okregu i zapisze réwnanie okrggu w postaci:
()6—3)2 +(y—12)2 =7,

albo
e obliczy potowe dtugosci cieciwy 4B: %|AB| =20,

albo
e obliczy odlegtos¢ punktu S od prostej AB 1 nie interpretuje jej btednie (np. jako promien
szukanego okrggu) i na tym zakonczy.

Rozwigzanie, w kKtorym jest istotny POStEP ....ccccceeevvrcrvnrrcscnrecsnnessannenes 2 pkt
Zdajacy obliczy odlegtos¢ srodka okregu od prostej o rownaniu 3x -4y —-36=0, np.
wykorzystujac wzor na odlegltos¢ punktu od prostej, obliczajac wysokos¢ trojkata opuszczong
z wierzchotka S na bok zawarty w tej prostej

3-3-4-12-36

| | =15 lub 2F s

3+ (-4) cD]
gdzie C1 D leza na prostej o réwnaniu 3x—4y—-36=0

=15,

oraz
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e wykona rysunek, na ktérym zaznaczy $rodek cigciwy AB

lub

e zapisze, ze srodek cigciwy AB, srodek okregu 1 koniec cigciwy to wierzchotki
trojkata prostokatnego

lub

e wykorzysta wspotrzedne §rodka okregu i zapisze réwnanie okrggu w postaci:
()C—3)2 +(y—12)2 =7’

lub

e obliczy potowe dtugosci cigciwy AB: %|AB| =20.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania...........coeeeeveeeseissninsinsseinseinsnsnssensssncssssnnes 3 pkt
Zdajacy zapisze rOwnanie wynikajace z twierdzenia Pitagorasa dla trdjkata ACS, gdzie C

oznacza $rodek cieciwy AB: > =20> +15°.

11 sposob rozwiazania
Prosta prostopadta do prostej o roéwnaniu 3x—-4y—-36=0 przechodzaca przez S$rodek

szukanego okregu jest symetralng cigciwy AB. Jej rOwnanie ma postac
4(x—3)+3(y—12) =0,
4x+3y—-48=0.
Srodek D cigciwy AB jest punktem przecigcia tej prostej z prosta AB. Jego wspotrzedne
obliczymy rozwigzujac uktad réwnan

3x—4y-36=0 [y=3x-9 y=3x-9 x=12
{4x+3y—48=0’ {4x+3(%x—9)—48:0’ {%—75:0’ {y=0 ’
wiec D:(IZ,O).
Punkty A i B lezg na okregu o $rodku D i promieniu 20 i na prostej AB. Wspodlrzgdne
punktow A4 1 B obliczymy, rozwigzujac uktad rownan

(x=12)" +)? =20?
3x-4y-36=0




Egzamin maturalny z matematyki 21
Kryteria oceniania odpowiedzi — poziom rozszerzony

3|x-12|=20
{y=%x—9
[x—12|=16
y=3x-9
x=—4vx=28
{y=%x—9

Zatem A=(-4,-12), B=(28,12).

Promien szukanego okregu jest rowny r = |AS| = \/(—4—3)2 +(—12—12)2 =625 =25.

Stad wynika, ze szukany okrag ma rownanie (x— 3)2 +(y— 12)2 =625.

Schemat oceniania Il sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

FOZWIQZATEA «ovvererrurrersrrecssanssssanssssnssssansssssssssssssssasssssasssssssssssssssssssssssssessssssssssssssnsssssnsssssnssss 1 pkt

Zdajacy

e wykona rysunek, na ktorym zaznaczy $rodek cieciwy 4B albo zapisze, ze Srodek cigciwy
AB, $rodek okregu 1 koniec cigciwy to wierzchotki trojkata prostokatnego,

albo

e wykorzysta wspotrzedne srodka okregu i zapisze réwnanie okrggu w postaci:
()6—3)2 +(y—12)2 =7,

albo
e obliczy potowe dhugosci cigciwy AB: %|AB| =20,
albo

e wyznaczy rOwnanie symetralnej cigciwy AB: 4 (x - 3) +3 ( V- 12) =0.

Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSEEP ..c.cccceevericeicseissuinsnenssnncsansssessssnesssssssessssaes 2 pkt
Zdajacy obliczy wspotrzedne srodka cieciwy AB: D = (12, 0) )

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania...........ccovveiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinne. 3 pkt
Zdajacy obliczy wspolrzedne jednego z punktow 4 lub B: 4=(—4,-12), B=(28,12).
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Zadanie 8. (0—4)
Reszta z dzielenia wiclomianu W (x) =4x" —5x* =23x+m przez dwumian x+1 jest réwna 20.

Oblicz warto$¢ wspolczynnika m oraz pierwiastki tego wielomianu.

Obszar standardow Opis wymagan

Wykorzystanie Zastosowanie twierdzenia o reszcie z dzielenia
1 interpretowanie reprezentacji | wielomianu przez dwumian x—a i twierdzenia
o pierwiastkach wymiernych wielomianu (I1.2.b.c.R)

Rozwiazanie
Reszta z dzielenia wielomianu W przez dwumian x +1 jest rowna W(—l) . Zatem

4(~1)’ =5(=1)" =23(~1)+m=20.
Stad m = 6. Wielomian /' ma zatem postac W(x) =4x’ —5x> —23x+6.
Zauwazmy, ze W (3)=4-3'-5-3-23-3+6=3-(36-15-23+2) =0.
Zatem wielomian W jest podzielny przez dwumian x —3 . Wykonujac to dzielenie, otrzymujemy
4x*=5x" —23x+6=(x—3)(4x" +7x-2).
Obliczamy pierwiastki trojmianu 4x” +7x—2:
A=T7"-4-4.(-2)=81,/A =9,
-7-9 -74+9 1
X =——"—=-2,x,= =—.
8 8 4
W rezultacie wielomian /¥ ma trzy pierwiastki: x=-2, x=1, x =

3.

Uwaga
Mozemy tez zauwazy¢, ze pierwiastkiem wielomianu W jest liczba -2, gdyz

w(-2)=4-(-2) =5-(-2)" =23-(-2) +6=2-(~16-10+23+3)=0.
Zatem wielomian W jest podzielny przez dwumian x +2 . Wykonujac to dzielenie, otrzymujemy:
4x®=5x" = 23x+6=(x+2)(4x’ —13x+3).
Obliczamy pierwiastki trojmianu 4x” —13x+3:
A=(-13)"-4-4.3=169-48=121, VA =11,
13-11 1 13+11
xl ==, x2 = =
8 4 8

W rezultacie wielomian ¥ ma trzy pierwiastki: x=-2, x=1, x=3.
albo
Mozemy zauwazy¢, ze liczba + jest pierwiastkiem wielomianu W, gdyz

W (§)=4(4) =5-(4) ~23-4+6=§-5-51+6=0.

4

3.

Zatem wielomian W jest podzielny przez dwumian x —+. Wykonujac to dzielenie, otrzymujemy:
4x'=5x" = 23x+6=(x—1)(4x* —4x-24).
Obliczamy pierwiastki trojmianu 4x* —4x —24 :
A=(-4) —4-4.(-24)=16+16-24=16-25, VA =4-5=20,
_4-20 _4+20

X\ =—F—"—=—4, X% =

8

3.
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W rezultacie wielomian ¥ ma trzy pierwiastki: x=-2, x =5, x=3.

Schemat oceniania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMEA couuveeiereeesssnncssnnessssncssssecssssesssssesssssesssssesssssesssssesssssesssssssssssesssssesssssssssssesssssssssns 1 pkt

Zdajacy zapisze rownanie z niewiadoma m, np. 4~(—1)3 -5 (—1)2 -23-(-1)+m=20.

Rozwigzanie, w kKtorym jest istotny POStEP ....ccccccevrrcscerrcscneccsnressnnnenes 2 pkt
Zdajacy obliczy wartos¢ wspotczynnika m: m=6.

Pokonanie zasadniczych trudnoSci zadania ...........oueeeeeeiiiisninsinssninneinsnicsenssnnesesssncens 3 pkt
Zdajacy

e poda jeden z pierwiastkow wielomianu, np.: 3, podzieli wielomian przez dwumian
(x—3) i otrzyma iloraz 4x* +7x—2 lub poda pierwiastek (—2), podzieli wielomian

przez dwumian (x + 2) i otrzyma iloraz 4x> —13x+3,

albo
e  zapisze wielomian W w postaci iloczynowej, np.: W (x)=4(x+2)(x—3)(x—a).

ROZWIQZaNie PEINE ......uueivueiiriiiiiniicnnnicnsnnicnsnnicssnnssssnnssssissssnssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 4 pkt

Zdajacy wyznaczy wszystkie pierwiastki wielomianu W: -2, %, 3.

Zadanie 9. (0-5)
Dany jest trojkat ABC, w ktoérym |AC| =17 1 |BC| =10. Na boku 4B lezy punkt D taki, ze

|4D|:|DB|=3:4 oraz [DC|=10. Oblicz pole trojkata ABC.

Obszar standardow Opis wymagan

Uzycie i tworzenie strategii Wykorzystanie zwigzkéw miarowych w figurach ptaskich
av.7n

I sposob rozwiazania
Poprowadzmy wysokos¢ CE trojkata ABC

10 n

A 3x D 2x E 2x B

Niech |AD| =3x, wtedy |DB| =4x . Trojkat DBC jest rtownoramienny, gdyz |BC| = |DC

, Wigc
|DE | = |EB| = 2x . Stosujac twierdzenia Pitagorasa dla trojkatéw BEC 1 AEC, otrzymujemy
(2x)* +h? =10? oraz (5x)° +h* =17,
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czyli
4x* +h* =10% oraz 25x> +h* =177,
Stad otrzymujemy
h* =10% —4x? oraz 25x* +10% —4x* =177,
Rozwigzujemy drugie z rownan

21x* =189,
x2:9,
x=3.

Zatem h=+10%—4.3%> =J100-36 =8.

Pole trojkata ABC jest rowne
1 1 1
Pipc==|AB|-h=—-Tx-h=—-21-8=84.
anc =5 [4Bl =5 2

Uwaga
Po obliczeniu x mamy juz diugosci wszystkich bokéw trojkata, wigc jego pole mozemy
réwniez obliczy¢ ze wzoru Herona. Wtedy mamy

ORI 2Ly a=24-10=14, p-b=24-17=7, p—c=24-21=3.

P :\/p(p—a)(p—b)(p—c):\/24-14~7-3 =84.
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II sposob rozwiazania
Poprowadzmy wysoko$¢ CE trojkata ABC 1 oznaczmy niech |<):ABC | =p.

B
A 3x D 2x E 2x B

Niech |AD| =3x, wtedy |DB| =4x . Trojkat DBC jest rownoramienny, gdyz |BC | = |DC
|DE | = |EB| =2x. Z trojkata prostokatnego EBC obliczamy
2x x
cosff=—=—.
p 10 5
Z twierdzenia cosinusow dla trojkata ABC otrzymujemy
172 =(7x)? +10? =2-7x-10-cos .

, wiec

Zatem
289 = 49> +100—2-7x-10%,
czyli
189 = 49x* —28x2,
189 =21x2,
x*=9 ,
x=3.

Zatem h=+10% —4-3% =/100-36 =8.

Pole trojkata ABC jest rowne

1 1 1
P =—|AB|-h=—-Tx-h=—-21.8=84 .
4BC 2| | 2 2

Uwaga
Po obliczeniu x mamy juz dhlugosci wszystkich bokéw trojkata, wigc jego pole mozemy
rowniez obliczy¢ ze wzoru Herona. Wtedy mamy

_10+17+21

=24, p-a=24-10=14, p-b=24-17=7, p-c=24-21=3.

Py =\p(p—a)(p—b)(p—c) =/24-14-7-3=84.
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111 sposob rozwiazania
Oznaczmy |<ABC| =/[.

b
A 3x D 4x B

Niech |4D|=3x, wtedy |DB|=4x. Z twierdzenia cosinuséw dla tréjkatéw ABC i DBC
otrzymujemy
172 =(7x)’ +10>=2.7x-10-cos f oraz 107 =(4x)’ +10% —2-4x-10-cos 3,
czyli
289 =49x% +100—140x-cos f# oraz 100 =16x+100—80x-cos /3.

Z drugiego réwnania obliczamy
16x° X

cos B = ==.
P 80x 5

Stad i z pierwszego roOwnania dostajemy

189=49x2—140x%,

189 =21x2,
x2:9,
x=3.

Zatem h=+10%—4-32 =J100-36 =8.

Pole trojkata ABC jest rowne

| 1 1
Por=—|AB|-h==-Tx-h=—-21-8=84 .
4BC 2| | 2 2

Uwaga
Po obliczeniu x mamy juz dlugosci wszystkich bokow trdjkata, wigc jego pole mozemy
réwniez obliczy¢ ze wzoru Herona. Wtedy mamy

p=w:24, p-a=24-10=14, p-b=24-17=7, p—c=24-21=3.

P :\/p(p—a)(p—b)(p—c) :x/m:%.

Schemat oceniania I, I1 i III sposobu rozwiazania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZAMA ceveeuvereesserecsssnecsssressssncssssnessssnessssssssssessssesssssesssssssssssesssssessssssssssssssssssssssssssssssssss 1 pkt

Zdajacy zapisze stosunek dtugosci odcinkow AD 1 DB, np.: |AD| =3x, DB| =4x.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSLEP ...ccecvverersercssnrcssnercsssnscsssssssssssssnsssssssssnsssses 2 pkt
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Zdajacy zapisze uklad rownan pozwalajacy obliczy¢ wprowadzong niewiadoma, np.:
o (2x)’ +h*=10% oraz (5x)° +h> =172,

albo

e cospf =§ oraz 17° =(7x)2 +10° —2-7x-10-cos g,

albo
2 (702 102 2 (42 102
o 17°=(7x)"+10°-2-7x-10-cos f# oraz 10" =(4x)" +10°—2-4x-10-cos 3.

Pokonanie zasadniczych trudnoSci zadania ...........oeeeeiecuienseinnicsseinsennseinseessencssnesenns 3 pkt
Zdajacy obliczy x albo h: x=3, h=8.

Rozwiazanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslajg
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ........cceeeevveiicvsenccsnncssercssnncssnnicsenns 4 pkt
Zdajacy obliczy x oraz wysokos$¢ trojkata z btgdem rachunkowym i konsekwentnie do tego

btedu obliczy pole trojkata ABC.

ROZWIQZanie Pelne .......ueiicvvueriiiiisnnricniirnniicnissnnicssssnniicsssnsscssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssses 5 pkt
Zdajacy obliczy pole trojkata ABC: P,p- =84.

Zadanie 10. (0—4)

W ostrostupie 4ABCS podstawa ABC jest trojkatem réwnobocznym o boku dlugosci a.
Krawedz AS jest prostopadta do plaszczyzny podstawy. Odlegtos¢ wierzchotka A od $Sciany
BCS jest rowna d. Wyznacz objetos¢ tego ostrostupa.

Obszar standardow Opis wymagan

Uzycie i1 tworzenie strategii Wyznaczanie zwigzkdw miarowych w ostrostupie
(IV.9.a.b)

I sposob rozwigzania

-
-
-
-

-
-
-
-
-
-
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Zaznaczamy na rysunku odcinek AE , dlugo$¢ tego odcinka jest odlegloscig wierzchotka 4 od
sciany BCS 1 jednocze$nie wysoko$cig trojkata prostokatnego DAS, gdzie D jest $rodkiem
krawedzi BC danego ostrostupa. Zatem |AE | =d.

Ponadto w trojkacie DAS wprowadzamy oznaczenia:

o —miara kata ADS'1 h= |AS | — wysokos¢ ostrostupa ABCS.

AS| |AE
Z trojkatow prostokatnych DAS'1 AED, otrzymujemy sino = u = u
|SD|  |4D|
Poniewaz |AD| = a3 ,to sina = h = d .
2 h’ +é : —aﬁ
4 2
, ,, h d . ,,
Przeksztalcamy rownos¢ = 1 wyznaczamy wysoko$¢ ostrostupa /.
n +éa2 &
4 2
Otrzymujemy kolejno:
2h _ 2
Jart13ad a3
n d’
AR +3d°  3d’
B = 3a’d’
3a° —4d’

czyli

ad\/§

V3d* —4d>
Wyznaczamy objetos$¢ ostrostupa ABCS:

1.a2\/§ h_azx/g ad\/§ a’d

h=

V=— h= : = :
3 4 12 3¢ —4d>  43d* —4d>
Uwaga
Rownose = mozemy réwniez otrzymac, korzystajac z podobienstwa
h+ E a’ —a\/g
4 2

trojkatow DAS 1 AED.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania zadania 1 pkt

Zdajacy zaznaczy na rysunku odcinek o dtugosci d prostopadty do ptaszczyzny BCS.

Rozwigzanie, w kKtorym jest istotny POSteP .....ccecverervercrcnercssneecsnsessnnnes 2 pkt
Zdajacy zapisze rdwnos¢, z ktorej mozna wyznaczy¢ h w zalezno$ci od a i d, np.:
h d

NS +§a2 &.
4 2
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Pokonanie zasadniczych trudnoSci zadania ..........ecveeeviiiveinninssenniennseinseessenssnnesenns 3 pkt
Zdajacy wyznaczy wysoko$¢ h ostrostupa: 4 = ad+3
3a’ —4d’
Rozwiazanie pelne .......ioeiiiveiiiienininncssencssnncssneecssseccsnnnes ... 4 pkt
3
. . d
Zdajacy wyznaczy objetos¢ V ostrostupa: V = L —
W3a’ -4d’
II sposob rozwiazania
S
NE
h
d >, C
a_ > -
——————— a
A /D a
a
B

Zaznaczamy na rysunku odcinek AE , dlugos¢ tego odcinka jest odlegloscia wierzchotka 4 od
sciany BCS i jednoczesnie wysokos$cig ostrostupa ABCS o podstawie BSC.

Zatem objetos¢ V ostrostupa ABCS jest rowna: V = %PBSC -d.

Obliczmy P, pole trojkata BSC: Py =%-a-|SD|.

Wprowadzamy oznaczenie: o — miara kata ADS 1 z trojkatoéw prostokatnych DAS 1 AA'D,
otrzymujemy:
NE)

a
ap| 5
COSOL=T——=—"—718Sma=7——= .
|sD| —|sD| |4D| a3
2

Z jedynki trygonometrycznej obliczamy |SD| :

a\/§2 2

2 L
o | a5 | T
2
3a’ 4d?

2

4|spf T 3a
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3> 3a’-4d’

alspf  3d’
3a’

sp|=—2>2%

IS 2W3a® —4d?

Wyznaczamy objetos$¢ ostrostupa ABCS:
2 3
p L1 3a de_—_29
32 23a-4d>  43d>-4d>

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwiazania zadania 1 pkt
Zdajacy zaznaczy na rysunku odcinek o dlugosci d prostopadty do plaszczyzny BCS.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POStEP .....cccceveeeversreiisinssencsunissenssancsssssssnesssssssseanes 2 pkt
Zdajacy zapisze rd0wnos¢, z ktorej mozna wyznaczy¢ dlugos¢ odcinka SD, np.:

a\/§2 2

2 d
+ =1.
|SD| a3
2
Pokonanie zasadniczych trudno$ci Zadania .........cceecevveeenivercnseicsseicssnnicssansssssnsssssssnes 3 pkt
3a’
Zdajacy wyznaczy dlugo$¢ odcinka SD: |SD| = ————.
| | 23a* —4d?
ROZWIQZaNie PEINE ......uuueivoviiiiniiiiniinnniininiensniisseisnsssicssssissssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssses 4 pkt

Zdajacy wyznaczy objetos¢ ostrostupa: V' = —————.
43a* —4d’
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111 sposob rozwiazania

-
-
-
-

-
-
-
-
-
-
-

Plaszczyzny ABC 1 ABS sa prostopadte, trojkat ABC jest rownoboczny, wiec jego wysokosé

3. . : :
|CF | = % jest jednoczesnie wysokos$cig ostrostupa opuszczong na ptaszczyzne podstawy

ABS. Zatem

1
(1) V=3 Pus |CF|=

11 a3
—-—ah- .
32 2
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ADS otrzymujemy

|DS|" =|4D[ +]4S

2
m* =[§J +h*.

2
m= /{#} +h :‘f%a2+h2 =%\/3az+4h2 .

Odcinek AFE jest wysokoscia ostrostupa opuszczong na podstawe BCS, wigc

2
H

Stad

1 11
VZEPBCS'|DS|=§'Eam'd=
(2) =Ll e ian.a
32 2
Poréwnujac prawe strony (1) i (2) otrzymujemy
LR DPE I U W sl
32 2 32

Stad
ah\3 = dJ3a* +4h*
3ah® = d> (3a2 +4hn? )
3a’h* =3a>d* +4d°h’,
3a’h? —4d*h? =3d°d?,
"’ (3a2 —4d2) =3a%d>,
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e 3a’d?

3> —44d*’

ad\/g

3a? —4d*
Objetos¢ ostrostupa jest zatem rowna

2 3
polp golaN3 adVs | ad
3 34 \B32-4d” 43’ —4d>

h:

Schemat oceniania I1I sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwiazania zadania 1 pkt
Zdajacy zaznaczy na rysunku odcinek o dlugosci d prostopadty do plaszczyzny BCS.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POStEP .....cccceveeevirsserisnrisseicsuncssensssncssssssssessssssseaens 2 pkt
Zdajacy zapisze rownos¢ (wynikajaca z wyrazenia objetosci ostrostupa na dwa sposoby),
z ktorej mozna wyznaczy¢ h w zalezno$ci od a i d, np.:

a’\3

1 .hzl.ﬂ.d,gdmm:
3 4 3 2
Pokonanie zasadniczych trudno$ci Zadania ..........oeeeevveeinivercnsercsseicssnnicssnnscssansssssesnes 3 pkt
Zdajacy wyznaczy wysokos¢ & ostrostupa: 4 = ad 3
3a° —4d’
ROZWIGZaNie PEINE ......uuueiviuiiiiniiiiniinieiinsnninsniinsnicsssisssssisssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssses 4 pkt
a’d

Zdajacy wyznaczy objetos¢ ostrostupa: V =

a3a® —4d*

Zadanie 11. (0—4)

Rzucamy cztery razy symetryczng sze$cienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia polegajacego na tym, ze iloczyn liczb oczek otrzymanych we wszystkich czterech
rzutach bedzie rowny 60 .

Obszar standardow Opis wymagan

Modelowanie matematyczne Stosowanie twierdzenia znanego jako klasyczna definicja
prawdopodobienstwa do obliczania prawdopodobienstw
zdarzen (I11.10.b.d)

Rozwiazanie
Zdarzeniem elementarnym w tym do$wiadczeniu jest kazdy ciagg czteroelementowy, ktorego

wyrazami s3 liczby ze zbioru {1, 2,3, 4, 5, 6} . Jest to model klasyczny. Wszystkich

zdarzen elementarnych tego do§wiadczenia jest 6*.
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Zauwazmy, ze 60=1-2-5-6=1-3-4-5=2-2-3-5. Oznacza to, Ze nalezy rozpatrzy¢ trzy
przypadki:
1. Ciagi, ktoérych wyrazami sa liczby ze zbioru {1, 2,5, 6} .Jestich 4!1=24.
2. Ciagi, ktorych wyrazami sg liczby ze zbioru {1, 3, 4,5} .Jestich 4!1=24.
3. Ciagi, ktérych wyrazami sa liczby ze zbioru {2,3,5} 1 ktorych dwa wyrazy sa
dwojkami. Jestich 4-3=12.
4. Otrzymujemy zatem 60 ciggéw. Prawdopodobienstwo tego zdarzenia jest wigc rowne
60_ 5
6" 108"

Schemat oceniania

Zasadnicze trudnosci tego zadania polegaja na zauwazeniu trzech réznych sposobow
otrzymania iloczynu réwnego 60 oraz zliczeniu, w kazdym przypadku, liczby réznych
czterowyrazowych ciaggéow. Za kazdy rozpatrzony przypadek wraz z obliczong poprawnie
liczbe ciggdéw zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Czwarty punkt przyznamy zdajacemu, ktory zapisze, ze prawdopodobienstwo opisanego
A
w tresci zadania zdarzenia jest rowne |67| , gdzie |A| oznacza obliczong przez zdajacego
liczbe ciagow.

Zadanie 12. (0-3)

Na rysunku przedstawiony jest fragment wykresu funkcji logarytmicznej f okreslonej wzorem

f(x)=log,(x—p).

Yy
#
//
H 3 D 10 A X

a) Podaj warto$¢ p.
b) Narysuj wykres funkcji okre$lonej wzorem y = ‘ f (x)‘ .

c) Podaj wszystkie wartosci parametru m, dla ktéorych rownanie ‘ f (x)‘=m ma dwa

rozwigzania o przeciwnych znakach.
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Obszar standardow Opis wymagan

Uzycie i tworzenie strategii Sporzadzanie wykresu funkcji y = ‘ f (x)‘ na podstawie
danego wykresu funkcji logarytmicznej y = f (x) ;

badanie liczby rozwigzan rdwnania z parametrem
(IVi4.adid.a.eR)

Rozwiazanie
a) Odczytujemy z wykresu, ze p=-—4. Mozemy réwniez zauwazy¢, ze f (0):2. Stad

otrzymujemy log, (— p) = 2. Z definicji logarytmu mamy —p =2>=4.Stad p=—4.
b) Wykres funkcji okre$lonej wzorem yz‘ f (x)‘ uzyskamy z wykresu funkcji /. W tym

celu wystarczy te czg$¢ wykresu funkcji f, ktéra lezy pod osig Ox, odbi¢ symetrycznie
wzgledem tej osi, a pozostala czes¢ wykresu pozostawi¢ bez zmian.
W rezultacie otrzymujemy wykres

¢) Z wykresu odczytujemy, ze réwnanie ‘ f (x)‘=m ma dwa rozwigzania przeciwnych
znakow dla m > 2 .

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStOtny POSLEP ....cccevverersrercssnrcssnnicsssnscsssssssnsssssssesssssssnsssses 1 pkt
Zdajacy

e zapisze,ze p=—4

albo

e narysuje wykres funkcji o wzorze y = ‘ f (x)‘

albo

e poda wszystkie warto$ci parametru m, dla ktorych rownanie ‘ f (x)‘ =m ma dwa

rozwigzania przeciwnych znakdw.

Uwaga
Jezeli zdajacy ustala warto$ci parametru m na podstawie blednie narysowanego wykresu

funkcji y = ‘ f (x) , to nie otrzymuje punktu za wyznaczenie tych wartosci.
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Pokonanie zasadniczych trudnoSci zadania ...........ceeceieviiiseinninsseinssecnsninssenssnncsesssnnns 2 pkt

Zdajacy

e zapisze, ze p =—4 inarysuje wykres funkcji o wzorze y = ‘ f (x)‘ 1 nie poda wszystkich
wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie ‘ f (x)‘ =m ma dwa rozwigzania

przeciwnych znakoéw
albo

e nie poda wartosci p, narysuje wykres funkcji o wzorze y=‘ f (x)‘ 1 poda wszystkie
warto$ci parametru m, dla ktorych rownanie ‘ f (x)‘ =m ma dwa rozwigzania

przeciwnych znakow
albo

e zapisze, ze p=—4, nie narysuje wykresu funkcji o wzorze y = ‘ f (x)‘ i poda wszystkie
wartoéci parametru m, dla ktorych réwnanie ‘ f (x)‘ =m ma dwa rozwigzania

przeciwnych znakow.

ROZWIQZanie Pelne .......ueiicvevueiiiiiisnniiiniisnniicnissnnicssssnnricsssssnsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssse 3 pkt

Zdajacy poda wartos¢ p =—4, narysuje wykres funkcji o wzorze y = ‘ f (x)‘ 1 poda wszystkie
wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie ‘ f (x)‘ =m ma dwa rozwigzania przeciwnych

znakow: m > 2.



